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C A ? i r U L O IV 
S e c c i ón 1 . Subespocio 
Definición: 
Seo V un espacio vectorial sobre un campo U ^ V U T ^ ^ , U e s u n sub-
e^xicio vectoriol de V si y solo si U es un es>>ocIo vectoriol sobre K, con 
respecto o ios mismos operaciones (sumo y muitipticoclSn por un esootor) defini-
dos en V . 
Ejemplo: 
Sp(A) = )^« l (1 , 2 ) / ¿6* R J es un subespocio de R^ yo que en el ejemplo 4 , 
Sección 3, vimos que Sp(A) es un espacio vectoriol sobre tt. 
Anolízondo lo definición de subespocio podemos darnos cuento que por ser U ^ V 
muchas de los condiciones que se requieren pora hacer de U un espacio vectoriol 
se heredan da V . Veremos ésto más detenidamente con el siguiente teoremo. 
Definición: 
C es cerrado con respecto o uno qseroción, * A x B * C si pora todo 
o £ A * b í B = a t > a * b é C . 
Ejemplo: + : MI x Mi ^ Mi 
N es cerrado UMpecto o lo sumo. 
Teoremo: 
Un subconjunto no vocío U , de un espacio vectoriol V , es un subespocio de V, 
si y solo si U es cerrodo respecto o lo sumo y a lo muitipliooclón por un esco-
lar definida en V . 
Seo U C V U 7^ ^ i ^ y que demostrar lo uguiente equivoiencio; 
U subespocio de V<—"^^"^ U es cerrado respecto o Ic / o lo multi plieaeión 
por un escolar. 
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dm ( = * ) 
Sea U subespocio de V . 
Luego por def in ic ión U es un espaci j vector ial entonces lo sumo es uno ley de 
composición interna en U, esto es poro cuoiquier u , , u^ £ U '• ' * u , + Ug 6 U . 
Además lo mul t ip l icación por un escolar está definido como K x U » U , esto es 
pora todo ei ^ K y pora todo u . 6 U t i u, 6 U . 
. * . U es cerrado respecto o la suma y o io mui t ip l icoción por un escolar. 
( < " ) Seo U cerrado respecto o ia sumo y o io mul t ip l icación por un escalor. 
Deisemos demostrar bajo esto hipótesis que U es un subespocio de V , esto es aue 
U es un espacio vectorlol sobre K. Veomos que efectivomente U satisface todas 
los condiciones: 
o) Lo sumo as ley de composición interno en U (por hipótesis) yo que U es cerrado 
respecto o lo sumo. 
b) Lo sumo es asociativo en U, yo que U C V . Ahora por ser V espacio vec -
tor ia l pora todo V , , V g , V3 € V ( v , * Vg) • V3 = V, * (vg * V3) en 
port iculor se cumple pora ios elementos de U . 
c) O € U Seo u ¿ U por ser cerrado respecto o ta mul t ip l icación por 
un escalor - 1 <t K 
( - 1 ) u € U - u ¿ U Por ser cerrado respecto o * . 
u + ( - u ) 6 U pero u + ( - u ) = O . * . O € U . 
d) Seo u C U * * - u f r U (yo está demorfrado en c ) ^ ^ ^ t C / 
• ^ \ ^ ^ -
e) u . + Ug ~ Ug + u. pora todo u . , Ug é^ U . Esto condición lo here-
da U de V yo que U C V y en V es vá l ido . 
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1) De o - e) concluímos que ( U , +) es un grapo oiseliono. 
Además K x U ^ U 
( ,1 X o) P j . u 
Seo ¿ , i» 6 K 
2) ( ^,+ ix)u , = A, u, + ij^u^ 
3) i i ( u , + Ug) = A»u, + ¿|Ug 
4) ^ ( ; ^ u , ) = ( i , ¿*)u, 
5) l u = u 
, ' , U es un subespocio. 
u £• U por hipótesis 
Como u é U u & V 
entonces todos estos propieda-
des son válidos en U • 
De este teorema podemos concluir que pora comprobor si un subconjunto ^ ^ es 
o nó un subespocio de un espacio vectorial, basto demostrar: 
1) u, , Ug g U =^  u, + Ug 6 U 
2) fli , & K s u, e U = = * JttO^& U . 
E j e m p l o 1 . 
G '=' 1^  ^ o ^ es un segmento orientodo J es un espacio vectoriol solare ios reales. 
Seo ? 6 G 
B " 1^ o / o es paralelo o b J Es B un subespocio de G ? 
1) B f ^ yo qpje b es paralelo o b ==*> b 6 B 
2) Veamos que B es cerrado respecto o la sumo 
Seo bJ é B = — * fc^ y/ b^ b^ = A , b 
- = = * bg J i b b^ = JL2b b2 6 B 
b, + b ^ » <¿,b*'+ ^ 2 ^ ' ^ " ^ l " * ^ • ^2^ ' ^ oseo que b, + b 2 | ^ b . 
b^  + bg 6 B 
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3) Veamos que B es cerrado respecto o lo multiplicación por un escolar 
Seo > 6 R í3b^ = /3(i,?5 = ( ^ i , ) r = « * / i b , * / / r - = /3bi6 B 
Luego B es un subespocio de G . 
E j e m p l o 2 . 
Seo V un espacio vectorial sobre K, i O \ M un sub«»pacio de V . 
O as el neutro retpecto a io suma. 
1) J O ¡J ^ f O 6 Í 0 l [ 
2) 0 + 0 ^ = 0 . * . I^Ojes cerrado respecto o lo sumo. 
3) 0 ( 0 ^ 0 , ' . < [ 0 j a s cerrado respecto o lo multiplicación por un 
escalar. 
E j e m p l o 3 . 
Sea L » í[ (x , y ) / 3 x + 2y = 3 ^ ^ t 2 
2 
Es L un subespocio de R 
1) I t ^ ( 1 , 0 ) 6 L yo que 3 . 1 + 2 . 0 - 3 
2) Seo i ^ = ( x , , y^) 6 L = « • 3x, + y, = 3 (1) 
• ^2 ' ^**2' ^2^ ^ •- *' 3'<2 -^  X2 = 3 (2) 
SI ( x , , y , ) + (X2, y2) " (x | + X2, y, + y2) 6 L se daberio cum-
plir que 3 ( x , + Xg) + (y , + yg) * 3 
Pero, por hipótesis sumando (1) y (2) obtenemos 3 ( x , + Xg) + (y , yg) = 6 
Luego (x , , y , ) + ( x g , y2) j L "' • '* que L no es un subespocio. 
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E jempl o 4 . 
Sea A, Ag ¿ R " 
Demostrar que ei conjunto de todos i;» vectores de R^  ortogonales o A, y o Ag 
es un subespocio de R " . 
Seo W - [ x £ R " / X * A , = O ^ X .Ag » O J 
1) W ^ f 0 6 W ya que O.A, » O O.A2 = O 
2) Seo X, € W .". X, . A, » O X, . A2 - O 
X2 e W - ' . X, . A2 •= O X2 . A, «= O 
Por hipótesis sobemos que: 
I) X. . A, + X2 • A, = O esto es 
(X| + X2 ) .A , » O X, + X2 es ortofloool o A, (1) 
II) X, . A2 + X j . AJ = O 
(X, + X2).Ag = O X| + Xg es ortogonal o A2 (2) 
. * . de (1) y (2) vemos que X, + X2 6 W. 
3) Por hipótesis: X, . A, >= O ^ 6 R i (X^ . A f ) - i O «> O 
( ,¿X, ) . A , = 0 (,¿X,) ortogonoi o y 
X , . A ^ « O , ¿ ( X , . A 2 ) - , ( 0 - 0 
(,¿X, ) . A 2 ' ^ 0 ,¿X|es ortogonoi o A 
. * . e¿ X| 6 W . ' . W es subespocio de R^  
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¡ • t«»s«cc i«Mi |r U a i t H i dl« 
intersección de Subespodo: Seo U) , U2 subespocio de un aspoclo vectorlol V . 
Es U, A U2 un subespocio ? 
Portlmos de: 
Ul g V ^2 C V Además U] y U2 son cerrados con respecto o io su-
mo y o lo multiplicación por un escolar. Entonces; 
1) U] n ^2 c U] g V u, n U2 c v 
2) U, o ^2 ?^ f yo que O 6 U, ^ O 4 U2 por ser U, y U2 
Mbaspocias O £ U, /) U2 
3) Seon v , 6 U, / I U2 — ^ v, 4 U, ^ v, fr U2 
Vg e U, /) Ug «-»=•> Vg 6 U, A. Vg frUg 
SI V, é U, . Vg fr U, = = f > V, + Vg 6 U, 
^ ^1 ^2 ^ ^1 ^ ^2 
V, fr Ug A. Vg 6- Ug ===** V, + Vg fr Ug 
Luego U, () Ug es cerrodo respecto o lo sumo. 
4) SI u, Q. U, entonces JL u, € U, 
^ ^ ' ' b ¿ u , 6 U, /) U2 
u, & U2 entonces ,1 u, 6 Ug 
C o n c i u s i ó n : Lo intersección de subespocios de un espocio vectorial es un 
subespocio de V . 
Unión de Subespocios: Es lo unión de subespocios de • " subespocio de V . 
1) U, U Ug 9¿ $ Q 6 U, -= - *> O * U, "J U2 
2) U, Ü U2 Q V 
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3) Seo V, 6 U, V U2 4 - « l > v, 6 U, ó v, e U j 
Sea Vg 6 U, Ü Ug *===b Vg fr U, ó Vg é^  Ug 
En este coso puede ocurrir I o siguiente v, fr U, K vg fr Ug . Entonces no 
podemos concluir nodo respecta o v. + Vg . 
C o n c l u s i ó n : En generol lo ui^ón de dos subespoclas de V no as un subMpocio. 
Solamente orando U, C U2 U, L^  U2 es un subespocio yo 
que U, U U2 '^  U2 ^*^ ** '^ '^  subespocio. 
E j e m p l o 1 . 
Seo U, - [ ¿ , í l , 2, 0 ) + * l 2 ( í . O, 1 ) / | L , , A 2 ^ «Jf ^ «^ 
Ug » \ ^ f 0 , 2, - 1 ) / 3 / y a é t t } C R 3 
Hollar U| n ^2 Y U, U U2 
1 ) ü , /) Ug - ^ X 6 R ^ / X 4 U, A X é Ug Jf 
X í U, /) Ug 4==« X fr U, A X 6 Ug Sao X = (x, y, z) 
X 6 U, *=M» X = ^ , f l , 2, 0) + X.2^1/ O, 1) fl) 
X í Uj «=«> X - ;3, ^0, 2, -1) (2) 
l l , n , 2,0) + ¿ 2 ( ^ o, 1) = y i , (O, 2, -1) 
( . l , , 2 ¿ , , 0 ) f Í Í 2 ' ^ ' ^ 2 ^ = (O, 2y3, , -y9,) 
i ¿ l ^ «¿2 • <* A} = ' Á 2 
2.¿, ' 2 ^ , ^ 1 ^ / 3 ] 
• ¿ 2 " - y ^ i i¿2 - - / 3 l 
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Raampiazando an (1) ios valores da ol , , 0¿ . an función da Q , 
X * i6 , ( 1 , 2, 0) -H / 3 , ( 1 , O, 1) - A JO, 2, -1) 
X f U, / I U2 • = * X é U, 
Esto as U, ^ U2 = U, 
2) Encontramos qua U, A U2 - Uj . Entonces como por teorío de conjuntos 
sobemos que: 
U, /) U2 C U2 =*=*> U, C U2 U, U U2 » U2. 
En este coso U, ^ Ug es un subespocio de V 
U^ i ; Ug = [ ¿ , ( 1 , 2, 0) + i g ( l . O, 1 ) / i , , J g fr R | 
Ejempl o 2 . 
U, ={ (x, 0) / x é R J ^«2 
U2 = i fO, y ) / y t 18 ! Í C R 2 
U, y Ug son subespocios de m (demostrario). Hollemos U, /) Ug y Ui C/ Ug 
i) (x, y) t U, /] Ug entonces (x, y) 6 U, =™=b y = O 
(x, y) fe Ug =—=» X = O 
. - . (x, y) * U, /) Ug » = - • (x, y) ^ 1(0, 0 ) i . * . U, r¡ U g = í 0 ) 
II) (x, y) ^ U^  U Ug (x, y) fe U, o (x, y) fr Ug 
(x, y) C U , =*=-»!» y = O (X, O) 
(x, y) t U2 — * X - O (O, y) 
U, U U2 = [ (x, 0) ó (y, 0) / X, y fe R \ U, Ü U2 no 
cerrado respecto o lo sumo yo que: 
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(x , 0) é U, t/ U2 (O, y ) € U, íJ U2 
(x , 0) + (O, y) = (x , y) ^ U, Í ; U2 
S e c c i ó n 2 . Combinación Lineal 
Definición: 
Seo V un espacio vectorlol sobre un campo K. 
A = ¿V, , V g , V 2 . . . , v J f C V , V frV se dice uno comb! noción iineoi de 
A , si y solo si existen <^  , , 1^2, • * * , «^  n ^ ^ ^ ° ' * ' ^ * * 
h 
v = ^ , v , + / 2 ^ 2 " ^ - " -^n^n " ^ '^  \ "I < « ¿ | ^ K V | 4 A 
i t t i 
E j e m p l o 1 . 
Seo A = { 5*) 5 * ^ O 
i) Si b es poralelo o o entonces b es combinoción lineal de A yo quet 
b '^  ^ a 
i i ) Si b no es paralelo o o entonces b no es combinación Üneoi da A . 
_ ^ - • 
Gráficamente: o b 
b r = - 2 5 ^ 
E j e m p l o 2 . 
Seo A = í ( 1 , 2, 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) ) C R^ . Son ios vectores f 3 , 5. 1) y 
(3 , O, 1 ) combinaciones lineóles de A 7 
I) Supongamos que (2 , 5, 1 ) es combinación lineal de A entonces existen 
,¿ , y i( g toles que 
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(3, 5, 1) - ¿ , (1 ,2 ,0 ) + X 2(^' 1' n 
= ( ¿ , + <¿ g , 2 ; . , + / g , ¿ g ) por iguoldod en R^ 
.-. (1) 3 = ¿ , + i 2 
(2) 5 = 2 ^ , + ^ 2 
(3) 1 = -L g 
Reemptozondo (3) an (1) ,¿ , = 3 - ,¿ 2 " 2 
Verificando lo solución (2) 5 = 2 . 2 + 1 = 5 
Luego (3, 5, 1) = 2 ( 1 , 2, 0) + ( 1 , 1 , 1) esto es (3 , 5, 1) es com-
binoción iineoi de A . 
i i ) Veamos si (3 , O, 1 ) es combinación lineal de A 
(3, O, 1) « ,1 , ( 1 , 2 , 0 ) + .¿ 2 ^ ^ ' ^ ' ^ ) 
(3 , O, 1) = ( ¿ , + ¿ 2 ' 2 i l , + J i 2 ' Í 2 > 
Sistema de tres ecuociones y 
dos incógnitos. 
2 (3) 
Reduciendo (1) y (3) 
• l g = 1 y l t , « 2 Verifiquemos en (2) 
O >= 4 + 1 O 7^ 5 luego no existen <¿ , y ^  g 
pora los cuoles se verifique 
. * . (3 , O, 1) N o es combinación Iineoi de A . 
3 - ¿ , w , 
0 = 2 ; . , . X j 
1 = i , 
0) 
(2) 
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Ejemplo 3 . 
A, = i ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , ( 0 , 1 , - 1 ) } Son (3, 5, 1) y ( 3 , 0 , 1) 
combl noel ortos lineales de A, ? 
( 3 , 5 , 1) = i ¿ , ( l , 2 , 0) + ¿ g ( l , 1, 1) + ¿3(0 , 1 , - 1 ) 
" ( / , + ' l g , 2 ¿ , + ; . g + ¿ 3 , ^ 2 - ^ 1 3 ) 
3 - .¿ , + JL g (1) = = * o l , = 3 - ¿ 2 Sistema de tres 
5 - = 2 ¿ , + ,¿.g + ¿ 3 (2) ecuaciones y 
1 » ^ 2 ** «^  3 í^ ^ " " ° ^ "^3 '^  "^  2 ' ^ tres incógnitas 
í •-
ReemplozorKio ^^, y ^ . en (2) obtenemos: 
5 - 2 ( 3 - ¿ g) + >l g + ¿ g - 1 
= 6 - l + ( - 2 + 1 - l ) ¿ g 
5 - 5 + 0 / g 
Esto significo que pata cualquier valor de «/ . siempre y cuando 
K. = 3 - ^ « ^ «¿- = « ¿ - - 1 se verifica les i qua I dad. 
Entonces (3, 5, 1 ) = (3 - ¿ g ) ( l , 2, 0) + ¿ g ( l , 1, l ) + ( i g - 1 ) ( 0 , 1, - 1 ) 
Esto es, hoy infinitas maneras de expresor (3, 5, 1 ) como combinoción lineal de A , . 
Por ejemplo: 
( 3 , 5 , 1) = 2 ( 1 , 2 , 0 ) + ( 1 , 1, 1) + 0(0, 1 , -1 ) J g » 1 
( 3 , 5 , 1 ) « 3 ( 1 , 2 , 0) + 0 ( l , 1, 1) + ( -1 ) (0 , 1, -1) Jg « O 
Véanos que ocurre con (3, O, 1 ). Los ecuacior>es que obtendrfcffnos seríon: 
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3 = i ¿ | + ¿ 2 (1) —«> , ¿ , = 3 - < ¿ g 
0 = 2 ¿ , + ¿ g + o ¿ 3 (2) 
1 = ¿ 2 - *¿ 3 (3) — h -^3 " «^  2 " ^ 
Reemplazando a n ( 2 ) 0 = 5 + 0 i ^ g 0 = 5 No «xlsta V i r ,¿ 9 ' «^3 
. * . (3 , O, 1 ) N o es combinación lineal de A, 
«^ 
E j e m p l o 4 . 
Ag = ( ( 1 , 2, 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (O, O, 1) } C 
Puede expresarte (x , y, z ) eomo combinación lineal de Ag ? 
Hoy t»ím mostrar lo existencia de «^  i i <¿ O)'^ 3 ^°'®' '?"^* 
(X, y, z) » J , ( l , 2, 0) + ^ 2^^' 1, 1) + J 3(0, O, 1) 
(x, y, z) = ( ¿ , + ¿ g, 2 ¿ , + ^ g, ^ g + i 3) 
X = eC , + <i¿ 2 
y = 2 ^ ^ + ¿ g 
2 3 
(2) - (1) y - X 
(1) 
(2) 
(3) 
^ • ^ I 
Sistemo de tres ecuocionM 
y tres incógnitos 
¿ , , ¿ g , ,¿3 
i¿, = / - X 
Reemplazando , e n í l ) x = ( y - x ) + p l g * = 2 x - y 
Reemplazando g en (3) z = (2x " y ) + «13 J ^ = z - 2 x + y 
. ' . ^ara cualquier ^x, y, z ) R existen •( . , "^ o ^ "^  3 **^'^ ** cual-
quier elemento de RT puede expresarse com:> csnbinoción lineal de Ag 
Sn particular para ' 3 , 5, 1^ ¿ ( . = 5 - 3 = 2 
1,2 2 ^ 6 - 5 
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,¿3 = 1 - 6 + 5 = 0 
( 3 , 5 , 1) = 2 ( 1 , 2 , 0) + 1 ( 1 , 1, 1) + 0 (0 ,0 , 1) 
Y p a r a ( 3 , O, 1) ^ , = 0 - 3 « - 3 
^ 2 « 6 - 0 = 6 
¿ 3 = 1 - 6 + 0 = - 5 
( 3 , 0 , 1 ) = - 3 ( 1 , 2 , 0 ) + 6 ( 1 , 1 , 1 ) + ( - 5 ) ( 0 , O, 1) 
Analizando los ejemplos 2, 3 y 4 podemos socar ios siguientes conclusionM: 
1) Hoy subconjuntos de un espacio vectorial que tienen la propiedad de que 
todo elemento dei espacio vectorial puede ser expresodo como combinación 
lineal del subconjunto (ejemplo 4) . Hoy cosos en los cuales ésto no es 
posible (ejemplos 2 y 3). 
2) IHoy cosos en ios cuates un vector es expresable en fomto única como uno 
combinación lineal de un conjunto (ejemplos 2 y 4) . Hoy cosos en los cua-
les hoy infinitos foraxis de expresorio (ejemplo 3). 
Posteriormente estos condiciones nos definirán distintos tipos de subconjuntos de un 
espocio vectorial. 
T e o r e m o : 
Seo V un espacio vectorial sobre un tximpo K . A = ^ v , , Vg . . . v j C V. 
Entonces: 
1) El conjunto de todos ios combinociones lineóles de A es un subespocio de 
V . Este conjunto lo notoremos Sp(A) . 
2) Sp(A) es ei más pequeño de los subespocios que tienen como elementos a 
V, , Vg . . . V as dacir cualquier otro subespocio que tiene o v, , vg . . . v 
entre sus elementos contiene o Sp( A ) . 
tkn : 
Sp(A) = [ V € . V / v = ,¿ , v , +4 gVg + . . . + ¿„v„^* i ¡ é- K 1-1 . . . n j 
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1) l-ioy que demostrar que Sp(A) es un subespocio de V . 
I) Sp{A) t ' i O ¿ Sp(A) p = Ov, +0v2 + . . . + 0v„ 
Ii) Seo: 
u, fr Sp(A) = * u, = J»}V, +¿2^2 ' * ' " * ' * ^ ' ' "n^n « í j ^ * i = l . . . n 
U2 6 Sp (A) « « ^ U2 = '1 ^ I "*" ''2^2 * * • * ^ 'n^n r- í" R i == 1 . . . n 
u, + Uj = (¿ ,v , +¿2^2"" •••• ' ' i n^n>*( f r i + ' 2 ^ 2 ' ' " • ^ 'n^n^ 
= ( ¿ , + r , ) v , + ( Í 2 + ' 2 ) ^ 2 - ' - - ' ' í ' ^ n + 'n )^n 
Ahora bien ¿ . + r. 6 R pato V j i = 1 . . . n 
. * . u. + u^ es ur>a combinación lineal de A u, +Ug é Sp(A) 
i i i ) Seo yS^R 
>3u, = /3 ( ¿ , V , + ¿ g V g + . . . + ¿ „ v „ ) 
= (/JJ , ) v , + (/» ¿ 2 ^ ^ 2 " ^ - " •*'í/^ •^n)^n 
yJ J I fr R i = 1 . . . n . 
Luego ^ u, fr Sp(A) 
Sp(A) es un subespocio de V . 
2) Seo B un subespocio de V tol que v¡ 6- B pora todo i = 1, 2 . . . n 
Veamos que Sp(A) C B. 
Seo X f r S p ( A ) X ' ^ ' ^ i v , + ¿ 2 ^ 2 ^ ' * ' " * ^ ' ^ n ^ n 
Como V. , Vg, . . . , V ¿ B y B as cerrado respecto o to sunno y o lo 
multiptlcoclón por un escolar. 
j , v , + ¿ 2 ' ' 2 •^••••^ -i n^n ^ ^ * ' • ^ ^ ^ 
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O seo que X 6 Sp(A) X fr B luego Sp(A) 4 B 
[definición: 
Al subespocio Sp(A) lo llomoremos subespocio generado por A 
En general diremos que un espacio vectorial V es generado por A si y solo si 
V = Sp(A) 
Como estomas trobojando con conjuntos entonces pora demostror que V = Sp(A) 
hay que probar; S p ( A ) ^ V i v V £ S p ( A ) . La primero de estos inclusiones 
siempre se tiene por ser A C V entonces pora demostrar que V es generodo por 
un conjunto A basta demostrar que V C Sp (A) , esto es cualquier elemento de 
V pumám exprerarse como combinación lineal de A . 
Ej emp i o I . 
Seo A = i ( 1 , 2 ) 1 
Sp(A) = { 4 . ( 1 , 2 ) / i * R ) é R^ 
siguiente recto: 
geométricamente Sp(A) representólo 
X 
Note; Lo diferencio entre .A y S p ( A ) . A es con|unro cuy? único elemento es 
( 1 , 2 ) y Sp (A ) es el conjunto de todos IDS puntas que están sobre una recto 
quo poso por ei origen y ei punto ( 1 , 2 ) . 
En general A C Sp(A) 
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Ejempl o 2 . 
Seo A « í ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1, 1 ) Í A, = { ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1, 1 ) , (O, 1, - 1 ) } 
3 
Demostrar que Sp(A) = Sp(A, ). Genera A, o R ? 
Sp(A) = { ¿ , ( 1 , 2 , 0 ) + ¿ 2 ( l / 1, 1 ) / A i , '¿2 ^ " i 
Sp(A,)= ( / i , ( l , 2, 0) + y3g ( l , 1, l ) + ^ 3 ( 0 , 1, - l ) / ^ , , ^ g , ^ 3 6 R ] 
(O, 1 , -1 ) = ( 1 , 2 , 0 ) t ( 1 , 1, 1) 
Sp(A,) = i y * , ( l , 2, 0) + / 3 g ( l , l , l ) + ; Í 3 ( ( l , 2 , 0 ) + ( l , l , l ) } 
/ / * l ' / 3 2 ' $ 3 ^ ^ ^ 
= { { A y +^63) (1 ,2 ,0 ) -H ( / Í 2 - / 5 3 ) ( l , 1 , 1 ) / ^ , , ^ 2 ' / í 3 ^ *-^ 
•^I = >* 1 " ^ 3 '^ » 
^ 2 ' J ^ 2 ' A 3 ^ ^ 
Sp(A,) = ^ J ^ ( l , 2 , 0 ) + ¿ g ( l , l , l ) / ¿ , ^ g ^ R } = Sp(A) 
Sp(A) no genera o R? yo que (3, O, 1) fr R"^  y ( 3 , 0 , 1 ) ^ Sp(A) yo 
que (3, O, 1 ) no puede expresoise como combinoción lineal de A . 
Ej emplo 3 . 
Ag ' í ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (0 ,0 , 1 )J . Genera Ag o R^ ? 
Dei ejemplo 4 (Sección anterior) sobemos que; 
( x , y , z ) & R^ = - * ( x , y , z ) = ¿ , ( 1 , 2, 0) + ,¿ g ( 1 , 1, 1 )+¿ 3(0, O, 1 ) é Sp(A) 
c o n ^ , = y - x , •Í2 = 2 x - y , J3 = z - 2 x + y 
«^ C Sp(A) 
3 —3 3 
Lo otra contención Sp(A) C R es obvio por ser A C R T y R espacio vectorial. 
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. * . Rr = S p ( A ) esto es A genera o R 
Noto ; De la defirúción de subespocio generado se desprenden: 
1) Si A C A , entonces S p ( A ) 9 S p ( A , ) 
d m ; 
Seo A = ^ V , , Vg . . . Vj. J A , ~ ^ v , , Vg . . . v^ . . , v^ | | r í n 
Seo X fr Sp(A) = = ^ X = ^ I V, + ¿ g Vg + . . . + i . ^ v^ 
X = ¿ , v , +¿gVg + . . . + •¿rV^+OVj.^^+ . . . + 0 v ^ = = 0 X fr Sp(A,) 
. ' . X frSp(A) = = « k X fr Sp(A, ) luego Sp(A) Q Sp(A, ) 
2) Seo V un espacio vectorial sobre un campo K. A un subconjunto de V , 
pora todo A sut>con¡unto V se tiene que: 9 C A entonces: 
Sp( ( ) C S p ( A ) pora todo A C V . 
Esto quiere decir que Sp( ^ ) as lo intersección de t o d ^ ios subespocios 
de V esto es Sp ( f ) = ^ O 1 . 
Anolízondo el ejemplo 2 del hecho deser S p ( A ) = Sp(A, ) se desprende oue hoy 
elementos de un conjunto A | , que son redundantes, no opOf^on nodo en lo genera-
ción de Sp ( A ] ) , esto es podemos sacarles dei conjunto y el subespocio generado 
es e l mismo. I>e esto observación se desprende io necesidad de clasif icar ios sub-
conjuntos de V con respecto o lo gerteración por medio de los siguientes d e f i n i -
ciones. 
S e c c i ó n 3 . Dependencia e Indeperdencio Uneol 
Def in ic ión: 
Seo V un espocio vector ia l sobre un campo K y seo A = ^^  v , , V g , . . . , v^ V C V 
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A se cRce linealmente dependiente si existen JÍ \ , éLof ' • • * Á n ^ ^ ' no todos 
Iguales o cera, toles que: 
¿.V, + X 2 V g + . . . + ^ „ v „ = O 
Ahora si pora que i v , + « v« . . . ^ v = 0 todos . i = 1 , . . . n 
I I ¿ ¿ n n - I 
tier»n que ser iguoles o cero, el conjunto A se dice linealmente independiente. 
Consecuencias de lo definición: 
1) En un conjunto linealmente dependiente hoy elementos redundarles. 
Seo ^ ~ í ^1 • • • ^ n \ L. D. 
, ¿ , v , + ^ 2 ^ 2 ' ' ' i k - l V l " ' ' ^ k ^ k - ' * ^ i c + l \ + l • ' • • • • ' ' ^ n ^ n = ¿ 
Como A es L. D. existe oi menos un < > ^ 0 . Supor>gomos que Ji ^ ^ O 
entonces; 
\ ''•it'''''-fr*'2*-''"r¡r*"'<-'''-"4r"'''<*'"-
M-^)v, 
Seo B » A - i v ^ l B C A 
Sp(A) = Sp(B) yo que 
1) Como B CA Sp(B) í Sp(A) 
2) Seo V fr Sp(A) 
V = ^ , V, ^ ^ 2 ' ' 2 - ' ' " ^ A \ ' ' " ' ^ f i n \ 
Pero reemplazando V|^  obtenemos: 
v = y«,v, +;42"2* ^^k-ricí^ÍTÍ"^'! " ^ - Í f ^ " 2 - ^ - " 
' J J S J L ^ x / J J J 1 \ A.t 1 J L \ 1 A-
+ (5,^^, v;^  + . . . . + ^ „ v ^ 
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Agnipondo obtendríamos: 
. - . Sp(A) C Sp(B) 1 y 2 b Sp(A) = Sp(B) 
En este coso vi es un elemento redurKkinte. 
Conclusión; A es L. D. si oi menos uno de los vectores de A puede expresarse 
como combinoción lineal de los restantes. 
2) Todo conjurtto que contenga el vector ^ es L. D. 
Sea A = { v , , Vg, V 3 , . . . , v ^ , 2 ¡f A, = \ v , , Vg . . . v^ jf 
i , v , + ¿ g V g + . . . ^ ^ v ^ + ¿ ^ ^ , q^= O ^ ^ ^ , siempre puede ser ^ O 
yaque '^^ + ,S = O-
A, C A y Sp(A) = Sp(A | ) 
El O es un vector o elemento redundante. 
3) Seo A = ^ v , , V g . . . v V C v , A lineolmente indeperdiente. 
SI V fr Sp(A) los eseoloras tolas que 
v = • ^ ¡ ^ 1 " * " « ^ 2 ^ 2 * * ' * ^ * ^ n ^ n * ° " únicos. 
dm: 
Supongamos que no es único, esto es existen /3 | , ;4o • • • / í „ toles que 
e / í ? ^ 4 } | « i . . . n y V = i , V, + J g V g + . . . + fl¿ ^ v ^ 
pero también: v = / I ^ v , "^  {^ 2^*2 " ^ ' " ^ '^ n^n 
•^1^1 "" "^2^2 • ' • • • • '^n^n = A ''I " /^ 2 ^2 * - - " / 4 n % 
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( ^ , - / 3 , ) v , M ^ 2 - y ^ 2 > ^ 2 - ^ - ' ^ < . ^ n - / n ) % ' ^ 
Como A es linealmente independiente 
luego ios oi . son únicos. 
Definición: Un conjunto A = \ v , , V g . . . v j C V gerwra con unicidod o v . 
SI V fr Sp(A) y si V = , ¿ , V, + ,¿gvg + . . . + ¿ ^ v ^ y 
Implica que ^ \ ^ ^ \ P°™ *°*^^ ' = 1 • • • " • 
Noto; Un conjunto linealmente independíente genera con unicidad. 
4) Sea A C A , SI A, es L. I . entorxres A es L. i . Todo subconjunto 
de un conjunto L. I. es L. I . 
dm: 
S«« A = Í .V , , Vg, . . . , v^y A, = { v , , Vg, . . . , v^, v ^ ^ . , , . . . v ^ y r ^ n 
Seo A, lineolmente IrKiependiente. 
Supongamos que A as linealmente dapemfiente. Entonces: 
^ , v, + / g Vg + . . . + ,4 j . Vj. » O con algún ' i ¡ ^ O i = I . . . n 
,¿, V, + «^ 2 ^2 "*^  '^ r ^r "^  '^ 1 ^1 * '^ 2 ^ 2 ' ' ' • • • " ^ *^ r^ r "*" • • • • 
* Ov^^ , + O v ^ ^ g + . . . + 0 v „ = O 
Obtendríamos osí urra combinación llrMKil A, que do O y tal que ^ / ^ O 
. * . A sería L .D . — ^ * — contradice lo hipóteris. 
. ' . A es lineolmente indeperxiiente. 
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5) Sea A C Á , . Si A es linealmente dependiente entorKes A, es linealmen-
te deperKBente. Todo conjunto que contiene un conjunto ilrteoimente depen-
diertte es ilneotmer^e dependiente. 
dm: 
^ ^ V I ' ^ 2 ' • * • ' ^r J ^1 ^ 1 ^ 1 ' ^ 2 ' • • • ' ^ r ' ^ r + 1 ' • • • ' ^n 3 
Como A es L .D . ,^ i v, + <^gVg + . . . + o/^v^ = O 
con algún c¿. ¡^ Q i = 1 . . . r 
dy v^  + ^gVg + . . . + fl/^v^ + Ov^^, + . . . +0v^ - O •/, 7* O 
luego A, es linealmente dependiente. 
E j emp l o 1 . 
Ag = [ ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (O, O, 1) J es lineolmente independiente. 
. ^ ^ ( 1 , 2 , 0 ) + J 2 ^ ^ , ^ , ^ ) ^ ^3 Í0 , 0 , 1 ) = ( 0 , 0 , 0 ) 
( , / , + J g , 2 c/, + 1^2' ' ^ 2 ' ' "^3^ " ^° ' ° ' ° ^ 
J , W g - 0 
2 ^, + «/g = 0 
¿ 2 ' ^ 3 = 0 
0) 
(2) 
(3) 
De (2) - (1) obtenemos J . * O reemptozondo en (1) a/g = O reemplazando 
•n (3) ^ 3 = 0. 
• *• A¿es lineoimenre independiente. 
E j e m p l o 2 . 
A , «= [ ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , ( 0 , 1 , - 1 ) * ) es lineolmente dependiente. 
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Pod í^omos socar esla conclusión usando la condición 1 yo que (O, 1, -1 ) = (2, 2, C) -
( 1 , - 2 , 0) o aplicando lo definición de la siguiente forma; 
(O, O, 0) = ^ , ( 1 , 2, 0 ) + y f 2 ( l ' 1* 1) + ^ ( 0 ' 1 , - 1 ) 
( 0 , 0 , 0) = ( / , + i g , 2 ^ , + ^ g + Í 3 , ^ 2 - ^ 3 ) 
O = ^ , + ^ g 0 ) ^ 1 ° - ' ^ 2 
O - 2 ^ , + ^ g + ^ 3 (2) 
O = P¿g - i 3 (3) ^^3 = , ¿ 2 
reempiazomos en (2) 0 = 2 ( - i - ) + !>^g + i;¿2 
O = ( - 2 + 1 + 1) ^ g = Oo/g 
esto es pora cualquier valor de c/ g se oimpie io ecuaeión 
. * . El conjunto es L .D . en porticulor pata J. n ~ ^ 
¡>^  2 = 1 (./, = - 1 -^3 " ^ 
( 0 , 0 , 0 ) = ( - 1 ) ( 1 , 2 , 0 ) + ( 1 ) ( 1 , 1 , 1 ) + 1 ( 0 , 1 , - 1 ) 
E j e m p l o 3 . 
A, = ] ( 1 , 2, 0 ) , ( 1 , 1, 1) J as iineoimente independiente. 
A, C A- (Ejemplo 1) Ag es linealmente independiente entonces 
por la propiedad 3 , A. es ilnealmwite irtdependiente. 
E j empI o 4 . 
See A - [ V , , . g , ,3 'j L. i . B = { v , i- Vg, V3 - Vg, v, + V3 J es B 
L . l . Ó L. D. ? 
Expresemos el cero como uno combinación iineoi de B y vecvnos como son los 
escolaras: 
^ 3 
h 
- ^ 1 
s 
s 
+ 
- J 
^ 1 
^ -
1 
0 
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«<? , (v, + Vg) + J 2^^3 " ^2^ * ^ 3(^1 "^  ^3) = O 
;¿,y, + / , Vg + ^gVg - JgVg + ^gV, + i j V j = O 
( ^y + ^ ^ ) v y + ( j , - i g)vg + (x 'g 4 J 3)V3 - o (1) 
Como (1) osuno combinación lineal de A que do ei 0 como A es L. I. 
0^  , + ^3 = O (1) 
J , - ^ 2 ' ^ Í2) 
^ j - ^ ^ s ' O (3) - i ^ ^ j - o ^ , ( - 1 + 1 ) = O 
. * . pora cuoiquier valor de ^ . se cumple lo ecuación (3). Entonces B es L. D. 
Pbra ^ , = 1 =^ 2 " ' ^^ 3 '^  "^ 
1(v, + v j ) + 1(V3 - V2) + ( - l ) ( v , + V3) = O 
Teowmu: 
Sea A = I V , , V2, . . . , V ] £ V un conjunto ortogonal. 
SI V. ^ O para todo i = 1 . . . n entonces A es L. I. 
A = | v . , V 2 , . . . , V j es ortogonal esta es v , , v- = O poro todo 
\ ^ \ I 9¿ j = 1 . . . n 
Seo o/, V, + .^g Vg + . . . + 4 „ v = 0 (1) Vewnosque o/, = O I = 1 . . . n 
Multipliquemos «colormenta por v, I = 1 . . . n 
( J V, + ^ 2 V 2 + . . . j , . , v , , , + ¿ ,v , + ^ | + , V j ^ , + . . . ^ v „ ) . v j - O.v, 
o / , ( v , . v . )+ ^2 ( ^2 *^ l ^ " * ^ * " * ^ l - l ^ ^ l - 1 ' ^ l ^ " * " ' ^ ¡ ^ V i ^ ' * ' 
h >l )\ 
0 0 O 
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M i j + , ) ( v . ^ , . v ) + , ¿ ^ ( v „ v . ) = O 
H " 
O o 
pero V . . Vf = O poro todo j ^ i 
#¿ . IIV.U = 0 ' ' ^ t el j = O poro todo I = 1 . . . n ya que 
11^ 1 W t ^ ?<» ser V, t 0. 
Ejwiplo: B = ( ( 1 , O , . . ) , (O, 1 , . . ) , (O, 1 ) ^ . El conjunto de todos 
los vectores coorderuidos unitarios es ortogonal. Luego B es L. I. 
S e c c i ó n 4 . Base 
Definición: 
Seo V un espocio vectorial sobre un campo K y seo B = t ,v, , V 2 . . . v j C V . 
B es urKi base de V sobre K, si y solo s i : 
1) B as lineolmente irtdepwidlente. 
2) B genera o V , esto es Sp(B) = V 
E j e m p l os : 
1) A = J ( 1 , 2, 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) } No as base poro R^ yo que R^ ( ^ S p ( A ) 
A no genera o V (ejemplo onterior). Pero A es base del subespocio Sp(A) . 
2) A, - ^ ( 1 , 2, 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (O, 1 , - 1 ) ] [ No es base poro R^ yo 
que A| es lineolmente Herv»nr*?ente. 
3) A2 = [ ( 1 , 2 , 0 ) , ( I , 1, 1 ) , (O, O, 1) y Es base pora R^ 
3 
Ag es lineolmente indeperKlIente y Sp(A2) = R 
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4) ^ ^ { ( 1 , O, 0 . . . 0 ) , (O, 1 . . . 0 ) , . . . ( 0 . . . 0 , 1 ) j Es uno base pora 
R " . 
Ya ^um B es Iineoimente Ind^endiente, vecmos que B genera o R 
• " Q Sp(B) 
( x , , X g . . . x^ ) e RT 
( x , , Xg . . . x ^ ) = x , ( 1 , 0 , 0 . . . 0 ) + X2(0, l , 0 . . . 0 ) + . . . + x ^ ( 0 , 0 . . . 1 ) 
( x , , X2, . . . , x^ ) d Sp(B) 
Definición: 
B se llama base oonónico de R . 
En porticulor ^ ( 1 , O, 0 ) , (O, 1, 0 ) , (O, O, 1 )^ es lo bose canónica de R^. 
Nota: Seo B uno t>ose cam« B es L. I . , B genera con unicidad, esto es pora 
todo X fr V 
x = t ( . v + 4 ¿ 2 V 2 + . ' « + < < p V p l o s , ¿ j son únicos 
l l l lo llomoremos componente de x según et vector V{ . 
Ejemplo: 
Corelderendo como base pora R^ Ag = [ ( 1 , 2 , 0 ) , ( 1 , 1, 1 ) , (O, O, 1 ) J 
las con^or>ertes de (3, 5, 1 ) eon raspéete o Ag son: 2, 1 y O respetivamente. 
Las de (3, O, 1) son - 3 , 6 y - 5 . 
Definición: 
Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y seo A = ) v , , V2, . . . v^ j ¿ 
El conjunto | v . , V2, V3 . . . v J con r < n se dice subconjunto máximo de 
vectores L. i . de A s i : 
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1) i ^ 1 ' ^2 * * * r^ y ** «^ i* 
2) Si pora cuoiquier r < i { n ' i^v, , V 2 . . . v^, v, r es L .D . 
E j e m p l o I . 
Seo A , = ^ (2 , 1 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (O, 1 , - 1 ) i 
Un 3ui>conjunto máximo de vectores L. I. en A, es f (2 , 1 , 0 ) , ( 1 , 1, 1 ) .J 
E j emp i o 2 . 
A, = | ( 1 , 1 ) , ( 2 , 2 ) , ( - 3 , 3 ) V 
Un subconjunto módmo de vectores L. I . es \ ( 1 , 1) J 
E j emp i o 3 . 
A - [ ( 2 , 1 , 0 ) , ( 1 , 1 , 1 ) , (O, O, \ ) \ 
El conjunto máximo de vectores L. I . es A . 
Noto: Uñábase es un subconjur>to máximo de vectores L. I. 
Teo rema 1 . 
Seo A = ^ v , , Vj • • • V 3 un conjunto que ger>era o V , entances el subcon-
junto máximo de vectores L. I. de A es uno bose de V . 
dm: 
Sea B = 1 ^ 1 ' ^ 2 * " ^ r i ^^ subconjunto máximo de vectores L. i . Veamos 
que B es uno base. 
1) B es L. i . por definición. 
2) Veamos c^e B genera o V . 
Sabemos que í v , , V2 . . . v , v^ .^ , , v T genera o V . Luego si v 6 V en-
tonces: v = «^i ^1 + '¿2 ' '2 "^••••^ • ^ r \ ' ^ -^r + l ^ + 1 •^•••"^ '¿n^ 'n ^^ 
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Ademés sabemos que ^ v, . . . v^ v^^ , j | es L. D. pora 1 = 1 , . . . n - r 
esto as 
^ r+ i *" ^ I I ^1 ""^  ' ^ i 2 "2 " ^ ' " " ^ fi i r \ '**"*' ^°**° ' *" ^ *•* " " "^  
• * . Podamos reemplazar codo uno de los v ^ * en (1) y obtendríamos 
v » ^ , v , + Í 2 ^ 2 * ' * * ^ ^ r ^ r 
V € Sp(B) luego B es uno base. 
Conclusión: De este teorema se deduce que de un conjunto generador de un es-
pocio vectorioi siempre se puede obtener urKi bose. 
Teo remo 2 . 
Teoremo del Intercambio; 
Sea ^ v , , V2 . . . v. . . . v^ ^ urxi base de un e^xicio vectorial V 
b = r, v , + . . . + r|j V|^  + . . . + r,, v^ es tol que r|^  7^ O. Entoi>ces 
VV, , Vg . . . v,^_, b , V|^^, . . . v „ jf es uno bose. 
1) Veamos que { ^1 » ^2 " * ^ k - 1 ' '*» ^k + 1 ••* ^n ) • *•• ' • 
Seo ¿^v, + ¿gVg + ¿ k - l ^ k - l ^ / k ^ ^ ^k + r k ^ •¿n '^n = ^ (^ ) 
reemplazando b y ograpondo obter>emos: 
( ; , + , ¿ , ^ r , ) y , + ( , ¿ g + o / , ^ r g ) v g + . . . + ( ^ , ^ . , + i ^ r , ^ . i ) v k . , + . . . . 
+ ( ^ k ' ^ k > \ * ( ' ^ k + l " '«¿k 'k + l ) ^k + l ^ " - ^ ^ K ^ ^k^ní^ 'n ' O 
Esta es uno combinoción Üneoi de lo bose que do cero . * . 
codo uno de los coeficientes es cero, esto es 
. ¿ , + ¿ k r , = 0 , ¿ 2 + l ^ r 2 - O , . . . , ^ ^ . , + J,^ r^^., = 0 , ^ ^ r^^ = O, 
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¿ k + 1 ^ - ^ k ^ k + l "= ^ - «^n* «^k'n = 0 
Como «í^ r^  " O X r ^ O =«=f> «¿j, = O 
•¿ , = 0 „ .. ^ k - 1 "" O «^ n ' O . * . El conjunto es L . l . 
2) Veamos que í v , , Vg, . . . , v j ^ . , , b , v ^ ^ , , . . , , v^ ^ V genera o V . 
Seo v ^ V. Como ^v, . . , V|^  _ , , v^., v^ +1 . . . v^ ^ jf es uno bose« 
y - , 1 , V, + ^ g v g + . . . + ^k>'k ^ —-^ - ^ n ^ <») 
Como rj^  9* O b » r, v, + . . . +r|^  v¡^  + r^  v„ 
^ " ( . - ^ ) v , * ( - . ^ ) v 2 + . . . + í - J ^ ) v j , . , 4 ± . M - - 5 ^ ) v k ^ , + 
^ í - ^ > - n 
raampbzando v^ en (1) y agrupando obtenemos: 
^ t Á A L ! L V J - I J L Á ^ J 1 . \ Ar A-12 . ,¿k^k-1 , 
^ ^ i " " i r " ^ ' ' i *< 2-—7;7-)^2-'----^('^k-i- '—?k—^"«^-í 
+ ¿ 1 b + (¿ - íLL r )v„ 
r^  ^ n r|j n ' n 
esto a»} V & S p ( { v , , v j . . . v ^ . , , b, v j^^, . . . v^J ) 
{ ^ 1 ' ^ 2 ' ^ k - 1 ' ^ ' ^k + 1 • " ^ n i «M uno base. 
Teoremo 3 . 
Seo V un a^xiclo vectorial sobre un campo K. Seo B ~ \ v , , Vg, . . . , v^ jr urto 
baie da V sobre K, seo U " -[ « i , " 2 ' ' * ' ' "m Í ^ ^ ^ ' *'*'• "" > " enton-
ces U es Iineoimente dependiente. 
dmt Como B es urxi base se tiene que: 
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u . = Z . «¿ í V. Puede oourrir 
a) Que todos los o¿, ' C entonces u, « O luego U es llnaolntente depen-
diente yo que O £ U . 
b) Quo olgún o l j t ^ - Supongamos c ^ r( , 7^ O entonces por el teoranw 
dol Intercambio ofatonamos que: 
B, ' ' i * ' l ' ^ 2 ' ^3 * * * ^n \ ** " ' ^ ^'^''^ ^ ^ sobra K . 
Como B| es una base 
"2 " / ^ l " l •'^  " ^ 2 ^ 2 * • • • + - ^n^n 
Nuevamente se pueden presentar dos casos eon raspocto o • / , • 
o) Todos ios e( . B O entornes U os ilnoalmonto dependente yo que 
•'2 " y^  1 " r 
b) Qum algún ' ' j ^ O entonces por el teorema del intercondblo; si coreideromos 
< V 2 3 ' ' 0 : B 2 ' ° t u , , U 2 , V 3 . . . v V e s uno bc»e. 
Supongamos quo por rapotlclón dol procoso oiiteríar hemos iiogado o que: 
B|. = i u , , U2, U3, u^, V j . ^ , , v^.^2, • • • ' Vp V es uno base. Entonces: 
" r + 1 " ' I "1 "^  " 2 " 2 " " • • • * • ' r ^ r * ' ^ r + l ^ + l * ^ r + 2 ^ + 2 "^  •""^^ ^ n^n 
Con ios A . I ^ r + I . . . n puedo ocurrir: 
a) Todos los ^ | " O ontonoos U sorfo iinoaimonto dependiente yo que 
^ + 1 • M *^ * '^2"2 ^ • • • + ' r W r ' 
b) Que algún ^ t ?^ O . Supongamos que ^ f + ] t O ei^Mieos 
• r + 1 * l " l • • • " r + 1 ' ^ + 2 • • • ^ n j es una baso. 
- 8 1 -
SI ei proceso puede repetirse n veces obterKiríamos t^ um t 
4 U | , Ug . . . u V es ura baso. Entórteos %<f i ^ U ya que m > n 
u . . = 2!. * : ^{ luego U es lineolmente depeiKllente. 
(• s i 
Teoremo 4 . 
Dos bases do un mismo espacio vectorial sobre un campo tier>en igual número de 
elementos. 
cfeni 
Seon 8 ~ i ^1 » ^2 * * * ^n J ^ ^ ' "^  i " 1 ' *'2 • • • "m J bases de 
V sobre K . Veamos que n = m . 
Supongamos que n < m entonces por teorema anterior B' sería lineolmente depen-
diente. Contradicción yo que B es base luego m ^ n . . Pero si m < n enton-
ces B serio iineoimente dependiente pero B es bose luego m = n . 
Definición: 
Seo V un espacio vectorial sobre un campo. Llamorem:» dimensión de V sobre K 
oi número de elementos de una base de V. 
Si V = { O J entonces C no tiene bose alguno y se dice que lo dimensión de O 
es igual o O 
Un espocio vectorial que tengo uno base con un número finito de elementos se 
Homo escocí-) vectorial de dimensión f in i to. 
Ejetnpio; 
Lo dimensión de v es n yaque k ^ ] . ^2 --* ~n T ° ' ^-"Munro de ios vectores 
coordenados unitarias es urxi Ixae. R" es un espacio vectorial de dimensión f in i ta. 
Nota; Por el teorema 3 podemos coricluír que en un espacio de n dimensiones todo 
conjunto que tengo más de n vectores es iir>ealmente deoendiente. 
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^ora demostrar que un conjunto es base de un espacio vectorioi hoy que probar: 
1 * . Qum es linealmente independiente, y 
2 * . Que genera a V . 
Pero cuando se sobe lo dimensión del esixiclo vectoriol bosta demostrar uno de es-
tas condiciones. Esto i o garantizan los dos teoremos siguientes. 
Teo rema 5 . 
En un espacio vectorial de n dimensiones, n vectores forman una bose si y soto si 
son linealmente irxlependientes. 
B = { V,, V2 . . . v„|f 
B Bose 4===* B es L. I. 
B Base •'•"•^ B es L. I. definición de bose 
• ' 4 = " Seo B L . l . Folta demostrar que B genera o V , esto es que 
V & Sp(B). 
Sea V fr V I. ^1 ' ^ 2 ' ^3 *•* ^ n ' ^ j es L. D. Teorema 3. 
n 
Luego v = Z . ' ^ I ^ I v é S p ( B ) 
. * . B es generador de V K B es L. i . '•'•'•'•'"t» B es Bose 
Noto: Un suiaconjunto máximo de vectores L. i . de un espocio vectorioi de n 
dimensiones tiene n vectores. 
Teo rema 6 . 
En un espacio de n dimerttiones n vectores forman ur» Ijose ^-—^ generan o V. 
B - [ v , , Vj . . . v„ ) 
B basa *=«=»> B genera 
B bose ==i> B genera definición de base. 
*'=*^ Seo B un generador de V , veamos que B es L. 1. 
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Suponpim<^ qu® B ss L, D, entonce por feoreiTKs I : 
El iwbconjiirto máximo d® vectores L. j . de E es una base. Sea ^ = \ v , . . . ¥ J f 
«st® cübconfunío y r < n Abwrdo V « n dlmerisiwwf esto es toda ba» tl@n® n 
el«nentos. luego r - « , 
B m llneoin^r^ lné^)»#«H^. 
E j e m p l o : 
3 
Hallar tjrm hsse del ajbespaeio U de S y SÜ dimensión. 
U ^ y x , y, z ) / 2 x » y + z = O IJ — 
2 x - y + z==Cif y = 2 x + z 
^ * \ ' J ^ (" 
U = { ( x , 2 x + z , z ) / x , E ^ i 5f 
U = ^ ( x , 2K, 0) + (O, z , z ) / K, z 6 1 ^ 
ü = { i í , 2, 0)x + (O, 1, l>s / X, 2 fr 1 jr 
Loego ü = %{ { { I , 2, 0) , {O, I, | ) ! r ) 
Si ^ P¡e 2f 0)e (O, I , I ) j @$ L . l . Sñtoncas es U M b a ^ , ya que por definición 
ls g e r » » . SJ @s L .D , enfances el sabconjunto móxlmo d« v^ í t^es L. L ée 0$f® 
confurta ®s hmm, 
¿^ ( 1 , 2 , 0 ) + ^ 2 ^ ^ ' 1 . I ) = ( 0 , 0 , 0 ) 
( / . , , 2 ^ , + » ^ , - ^ 2 ' " ^ ° ' ° ' °^ 
^ , = o 
2<Íj + ,¿2 = o 
Luego { ( I , 2, 0 ) , (O, 1, I ) ) ^ L.l. 
Le dimensión d® U = 2 . 
